UBER DIE INTEGRATION VON
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER
GRADE"

Leonhard Euler

§1 Obwohl, um Differentialgleichungen ersten Grades zu losen, schon viele
Methoden erdacht worden sind, und auf diese Aufgabe die grofiten Geometer
Arbeit und Eifer verwendet haben, haben sie dennoch immer noch wenig
an Hilfsmitteln vorgetragen, um Differentialgleichungen hoherer Grade zu
behandeln und sie entweder zu konstruieren oder zu integrieren. Differential-
gleichungen zweiten Grades pflegen namlich so aufgelost zu werden, dass sie
durch geeignete Substitution auf Gleichungen ersten Grades zuriickgefiihrt
werden und bei dieser Aufgabe habe ich vor vielen Jahren einige Hilfsmittel
erdacht, mit deren Hilfe unzédhlige Differentialgleichungen zweiten Grades
auf den ersten Grad herabgesetzt werden und daher sogar entweder konstru-
iert oder integriert werden kénnen. Aber bei Differentialgleichungen dritten
oder hoheren Grades niitzen dhnliche Kunstgriffe, durch die sie auf einen
geringeren Grad gebracht werden kdonnen, wenig und meistens gar nichts,
weil auf diese Weise zu komplizierten Differentialgleichungen zweiten Grades
oder sogar hoheren Grades gelangt wird, sodass sie in keinster Weise weiter
behandelt werden kénnen. Deswegen wird bei dieser Aufgabe die Metho-
de, die ich hier erdrtern werde, nicht wenig an Nutzen bringen, mit derer
Hilfe viele Differentialgleichungen hoherer Grade ohne vorherige Reduktion
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auf geringere Grade sofort integriert werden und die Integralgleichungen in
endlichen Termen beschafft werden konnen.

§2 Es seien y und x Variablen, in denen die Differentialgleichung irgendeines
Grades enthalten ist, in welcher das Differential dx als Konstante angenommen
sei; und die andere Variable y habe mit ihren Differentialen dy, ddy, d%y, etc
in den einzelnen Termen eine Dimension, sodass die Gleichung, von welchem
Grad auch immer sie schliefSlich ist, die folgende Form annimmt

de+Cddy Dd% Ed*y Fdy

0=Ay+ dx dx? + dx3 duxt + dx®

+ etc,

in welcher die Buchstaben A, B, C, D, etc Grofien bezeichnen, die entweder
konstant oder die andere Variable x irgendwie involvieren. Es ist aber klar,
dass diese Gleichung sich sehr weit erstreckt; nicht nur ist sie wegen der unbe-
stimmten Koeffizienten A, B, C, D, etc, welche wir zugleich als irgendwelche
Funktionen von x angenommen haben, besonders allgemein, sondern sie
umfasst auch alle Differentialgleichungen irgendeines Grades in sich. Diese
Differentialgleichung, in welchen Fillen sie eine Integration zuldsst, werde ich
also in dieser Abhandlung entwickeln.

§3 Zuerst ist freilich klar, dass die vollstandige Integralgleichung, aufier den
konstanten Grofien, die in der Differentialgleichung enthalten sind, so viele
neue beliebige Konstanten in sich umfassen muss, von welchem Grad auch
immer die vorgelegte Differentialgleichung war. Wenn wir daher namlich
setzen, dass die Differentialgleichung vom Grad 7 ist, sodass der letzte Term

Nd"y
dx”

ist, wird sie durch eine Integration auf den Grad n — 1 zuriickgefiihrt werden,
durch zwei nacheinander ausgefiihrte Integrationen auf den Grad n — 2,
durch drei auf den Grad n — 3 und so weiter. Daraus sieht man ein, dass
man schliefllich nach n Integrationen auf eine Integralgleichung in endlichen
Termen ausgedriickt gelangt. Weil ja aber durch jede beliebige Integration
eine beliebige Konstante in das Integral eingeht, ist klar, dass das vollstandige
Integral n beliebige Konstanten umfassen muss.



§4 Die vollstindige Integralgleichung umfasst also so viele beliebige Kon-
stanten in sich, wie der Exponent n Einheiten enthalten wird; und dieser
Integralgleichung ist anzusehen sich genauso zu erstrecken wie die Diffe-
rentialgleichung des Grades 1, sodass kein fiir y angenommener endlicher
Wert der Differentialgleichung geniigen kann, der nicht auch in der vollstandi-
gen Integralgleichung enthalten ist. Wenn daher aber in dieser vollstandigen
Differentialgleichung eine oder mehrere jener beliebigen Konstanten nach
Belieben bestimmt werden, dann wird man zwar eine geniigende Gleichung
haben, aber sie wird nicht weiter vollstindig sein, sondern nur eine par-
tikuldre Integralgleichung, die nicht alle moglichen Werte von y, die der
Differentialgleichung geniigen, in sich umfasst. Es muss also die vollstandige
Integralgleichung von der partikuldren unterschieden werden; und wenn wir
der Differentialgleichung vollkommen geniigen wollen, muss die vollstindige
Integralgleichung gefunden werden.

§5 Um aber zu erkennen, ob die beschaffte Integralgleichung vollstandig ist
oder nicht, berechnet man aus dem Erwihnten leicht ein Kriterium. Zuerst
muss sie namlich der vorgelegten Differentialgleichung geniigen, was passiert,
wihrend nach der Substitution die identische Gleichung resultiert; andernfalls
wdre ndmlich jene Gleichung nicht einmal eine Integralgleichung. Auflerdem
ist aber notwendig, dass die Integralgleichung so viele beliebige Konstanten
enthilt, von welchem Grad die vorgelegte Differentialgleichung war. Wenn
ndmlich weniger in ihr enthalten sind, dann wird die gegebene Integralglei-
chung nicht vollstindig sein, sondern nur partikulédr. Bei der Zihlung der
beliebigen Konstanten ist aber dafiir zu sorgen, dass wir nicht durch die
Anzahl der verschiedenen Buchstaben getduscht werden und wir sie nicht fiir
verschiedene Grofien halten, die durch sich gegenseitig bestimmt werden.

§6 Um diesen Unterschied zwischen den vollstaindigen und unvollstandigen
Integralgleichungen besser zu verstehen, wird es forderlich sein, die Sache an
einem Beispiel illustriert zu haben. Es sei also diese Differentialgleichung

aady + yydx = (aa + xx)dx

vorgelegt, welcher klar ist dieser Wert y = x zu gentigen, der natiirlich einge-
setzt die identische Gleichung ergibt. Es ist also y = x eine Integralgleichung,
aber keineswegs eine vollstindige, weil sie weder die Konstante a4, die in
der Differentialgleichung enthalten ist, noch zusitzlich eine andere beliebige



Konstante enthilt wie es die Differentialgleichung ersten Grades erfordert.
Der, wer diese Integralgleichung y = x fiir das vollstindige Integral dieser
Differentialgleichung

aady + yydx = (aa + xx)dx

halten wollte, wiirde sich also vehement tduschen; die vollstindige Integral-
gleichung ist ndmlich

XX
aabe™ w
XX v
aa+Db [e wdx

y=x+

die durch das Setzen der beliebigen Konstante b = 0 natiirlich das partikuldre
Integral y = x ergibt.

§7 Auf die gleiche Weise sehen wir, dass dieser Differenzen-Differentialgleich-
ung

_ xdy n axddy

dx ax?
diese endliche Gleichung y = x geniigt; sie ist aber weit entfernt, dass
sie das vollstindige Integral ist und die ganze Tragweite der Differenzen-
Differentialgleichung erschopft, weil ja die vollstindige Integralgleichung
aufler der Konstante a zwei beliebige Grofien enthalten muss. Wir sehen aber
auch, dass diese Gleichung y = nx geniigt, die aber, weil sie eine Konstante n
enthélt, immer noch nur partikulér ist. Die vollstindige Integralgleichung ist
aber

y= nx+b/ e_de,
xx

die aufser der Konstante a die zwei beliebigen Grofien b und n enthilt, wie es
die Natur der Sache erfordert.

§8 Weil aber alle partikuldren Integralgleichungen in der vollstindigen ent-
halten sind, ist klar, dass die vollstdndige aus vielen partikuldren Integralen
besteht und das vollstandige Integral wird sogar aus partikuldren Integralen
zusammengestellt werden. Oftmals ist es aber genauso schwer, aus irgend-
welchen bekannten partikuldren Integralen das vollstindige, oder zumindest
ein sich weiter erstreckendes, Integral zu berechnen wie dasselbe aus der



Differentialgleichung durch Integration zu finden. Aber in der Tat ist die
Gleichung, die wir hier unternommen haben zu betrachten,

de+Cddy Dd3y  Ed%y

0=4y+ dx dx? + dx3 * daxt

+ etc,

so beschaffen, dass aus zwei oder mehreren bekannten partikularen Werten
von vy leicht ein sich weiter erstreckender Wert, der natiirlich alle Werte in sich
umfasst, von y gebildet werden kann. Und auf diese Weise wird aus einer
geniigenden Anzahl an fiir y gefundenen partikuldren Werte der vollstandige
Wert oder die vollstandige Integralgleichung konstruiert werden kénnen.

§9 Zuerst erkennt man aber, wenn p ein gentigender Wert von y war, sodass
y = p ist, dass dann auch y = ap sein wird; denn wenn der Wert p anstelle

von y eingesetzt

Bdy Cddy
W T ae

ergibt, dann wird der Wert ap anstelle von p eingesetzt denselben verschwin-
denden Ausdruck bewirken. Und auf diese Weise kann eine beliebige Kon-
stante « in die partikulidre Integralgleichung y = p eingefiihrt werden. Wenn
aber aufserdem diese Gleichung y = g der vorgelegten geniigt, dann wird auf
die gleiche Weise auch y = Bg geniigen; aus diesen zwei partikuldren Werten
y = ap und y = Bq berechnet man diesen sich weiter erstreckenden Wert

+etc=0

y=ap+pg.

Wenn namlich der Ausdruck

Bdy N Cddy = Dd3%

Ay + dx dx? + dxs

+ etc

gleich 0 gleichgesetzt wird, dann ist fiir ap wie Bq anstelle von y gesetzt klar,
dass derselbe Ausdruck gleich 0 werden muss, wenn ap + g anstelle von y
gesetzt wird.

§10 Wenn auf die gleiche Weise p, g, r, s, etc Funktionen solcher Art von x
waren, dass sie einzeln getrennt anstelle von y eingesetzt den Ausdruck
Bdy = Cddy

A __J
y+dx+dx2

+ etc



verschwinden lassen, dann wird auch dieser Wert
ap + Bq+ yr+ 6s + etc

anstelle von y eingesetzt denselben Ausdruck 0 werden lassen. Wenn daher p,
q, 1, s, etc partikuldre Werte von y waren, die aus der vorgelegten Gleichung
zusammenkommen, dann wird aus diesen dieser sich viel weiter erstreckende
Wert

Yy =ap+ Bq+yr+ds +etc

berechnet, der der vorgelegten Gleichung genauso geniigt. Und dieser Wert
wird daher vollstandig sein, wenn sie so viele beliebige Konstanten «, 8, v, 6,
etc vorgebracht haben, von welchem Grad die vorgelegte Differentialgleichung
war. Wir haben also eine leichte Art erhalten, aus mehreren partikuldren
Werten von y ihren vollstindigen Wert anzugeben, der ganz und gar alle
Werte von y, die der Gleichung gentigen, in sich umfasst; und so wird man
eine in endlichen Termen vollstdndige Integralgleichung haben.

§11 Die ganze Aufgabe fiir das Finden des vollstindigen Integrals der vor-
gelegten Gleichung
Bdy Cddy Dd3 Nd"y

0=+t a2 T ae T e
geht also darauf zuriick, dass wir die partikuldaren Werte finden, die fiir y
eingesetzt die identische Gleichung ergeben. Es werden aber so viele parti-
kuldre Werte solcher Art notig sein, bis sie durch Sammeln von diesen auf
die vorgeschriebene Weise so viele beliebige Konstanten zusammengetragen
haben, wie der grofite Exponent n Einheiten enthilt. Wenn daher die einzelnen
partikuldren Gleichungen eine beliebige Konstante mit sich tragen, sind von
der Zahl n Gleichungen von solcher Art erforderlich, um die vollstandige
Integralgleichung festzusetzen. Wenn aber eine gewisse dieser partikuldren
Gleichungen mehr als eine beliebige Konstante zur Folge hat, dann werden
umso weniger Gleichungen notig sein, um die vollstindige aus ihnen zu
berechnen.

§12 Es bezeichnen nun alle Buchstaben A, B, C, D, etc konstante GrofSen, so
dass diese Differentialgleichung von Grad n integriert werden muss

Bd Cdd Dd3 Nd"
Yy —+ Yy —+ Yy 4+ .. Yy

0=A4y+ dx dx? dx3 dxn -




Weil ja y mit seinen Differentialen {iberall eine Dimension wéchst, wird gemafs
meiner Methode, die in Tomo III. Commentariorum Academiae Petropolitanae
gegeben wurde, diese Differentialgleichung um einen Grad herabgesenkt
werden, wenn wir

y= ef pdx

setzen, woher die einzelnen Differentiale von y

ﬂ_efpdx

@_ J pdx
dx2 ¢ pp+dx

dy_efpdx< L opdp ddp)

dx3 dx dx2
&y ppax (4, 6ppdp | 4pddp  3dp?  dp
v~ ¢ P dx dax? + dx? + da3

sein werden, wenn diese Werte in die vorgelegte Gleichung eingesetzt werden,
sie durch e/ P4 geteilt werden konnen wird, und dann wird eine Differential-
gleichung vom Grad n — 1 zurtickbleiben.

§13 Hier ist aber zuerst klar, wenn man p konstant nimmt, sodass ihre
Differentiale dp, ddp, d°p, etc verschwinden, dass dann wegen der Konstanten
A, B, C, D, etc die Variable x vollig aus der Gleichung herausgehen wird; und
in dieser Annahme wird die folgende algebraische Gleichung entstehen

O:A+BP+CPZ+DP3+EP4+"-—i-an,

aus der man, wenn irgendein Wert fiir p gefunden wird, zugleich die par-
tikuldre Integralgleichung y = eP* haben wird, die der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung geniigt; es wird also auch, wie wir gesehen haben, diese
Gleichung y = aef* gentigen, sooft p eine konstante Grofse und eine Wurzel
diese algebraische Gleichung

0=A+Bp+Cp*+Dp’+---+ Np".

‘war.



§14 Wir haben also das Finden der partikuldren Werte fiir die Variable y
auf die Auflosung einer algebraischen Gleichung von n Dimensionen gefiihrt,
welche wir in diese

0=A+Bz+Cz2+Dz>+ .-+ Nz"

einsetzen wollen, und die einzelnen Wurzeln oder Teiler dieser Gleichung
werden entsprechend viele partikuldre Werte von y geben. Wenn namlich
pz — q ein Teiler dieser Gleichung war, aus welcher z = % entsteht, wird

qx
y:txep

sein; dieser partikuldre Wert enthilt eine beliebige Konstante «. Weil aber jene
algebraische Gleichung von n Dimensionen n Wurzeln oder Teiler enthilt,
werden daher auch n partikuldre Werte fiir y entstehen, die werden namlich
zusammengenommen den allgemeinen Wert fiir y geben; und dieser wird
zugleich der vollstandige Wert sein, weil er n beliebige Konstanten enthlt;
dies ist das Kriterium einer vollstindigen Integralgleichung.

§15 Wenn also alle Wurzeln dieser algebraischen Gleichung von n Dimensio-
nen reell waren, dann wird der vollstindige Wert fiir y in reellen Termen aus-
gedriickt hervorgehen und er wird das Aggregat von n Exponentialformeln

dieser Gattung ae v sein, und in diesem Fall wird das vollstandige Integral ein-
zig durch einen Logarithmus oder durch die Quadratur ausgedriickt werden
konnen. Wenn daher aber einige jener Wurzeln jener algebraischen Gleichung
imagindr waren, dann werden in das vollstdndige Integral imagindre Exponen-
tialformeln eingehen; diese werde ich unten lehren durch die Quadratur des
Kreises zu konstruieren. Die hauptsdchliche Schwierigkeit dreht sich darum,
wann immer zwei oder mehrere Wurzeln der Gleichung einander gleich sind;
dann wird ndmlich wegen der vielen gleichen Exponentialformeln die Anzahl
der beliebigen Konstanten vermindert und deswegen wird das gefundene
Integral nicht weiter vollstandig sein.

§16 Wir werden fiir jedes der beiden Ubelstinde Abhilfe schaffen, wenn wir
die Verbindung zwischen der vorgelegten Differentialgleichung

Bdy Cddy Dd3% Nd"y
dx + dx? + dax3 * dxn

0=Ay+



und der algebraisch gebildeten Gleichung
0=A+Bz+Cz*+ Dz’ +---+Nz"

aufmerksamer betrachten. Wie ndmlich aus dieser jene entsteht, wenn y

k
0 anstelle von z aber %, und allgemeiner 4V anstelle von zF

anstelle von z oF

geschrieben wird, so werden auf die gleiche Weise aus den einzelnen Faktoren
der algebraischen Gleichung Differentialgleichungen gebildet werden, die
notwendigerweise in der vorgelegten Differentialgleichung enthalten sein
werden und aus welchen also die partikuldren Werte fiir y gefunden werden.
Wenn so pz — g oder q — pz Teiler der algebraischen Gleichung war, entsteht
aus diesem durch das Gesetz des Zusammenhangs diese Differentialgleichung

_pdy _
7y dx =0

die integriert

y= (xe%
gibt, welches diejenige ist, die wir aus demselben Faktor pz — g gefunden
haben.

§17 Daher sieht man ein, wenn man irgendeinen Teiler jener algebraischen
Gleichung, z.B. p + gz + rzz, hat, dass dann die aus diesem Teiler zu entste-

hende Gleichung
ﬂ rddy
Y g tae

einen Wert fiir y gibt, der auch der vorgelegten Differentialgleichung gentigt.
Daher werden wir also jene Schwierigkeit beseitigen konnen, die auftritt,
wenn die algebraische Gleichung zwei oder mehrere gleiche Faktoren hat. Es
sei als (p — gz)? ein Teiler der algebraischen Gleichung, nach Entwickeln von
welchem diese Differenzen-Differentialgleichung

2pqdy | qqddy
PPy — dx dx? =0

resultieren wird. Wir wollen "
y=eiu

setzen, und nach der Substitution werden wird ddu = 0 haben und daher
u = a + Bx. Daher entsteht aus dem quadratischen Faktor der folgende Wert

y=e(a+pr)

der zwei beliebige Konstanten umfasst.



§18 Wenn die algebraische Gleichung einen kubischen Teil (p — gz)° hat,
dann wird in der vorgelegten Differentialgleichung diese enthalten sein

piy— 3ppady | Spagddy  gdy
dx dx? dx3 ’

die fiir
E
y=eiu

gesetzt in diese d?u = 0 verwandelt werden wird; daher entsteht u = a + Bx +
yxx, woraus der vorgelegten Gleichung dieser partikuldre Wert gentigen wird
px
y=e7 (x4 px+ yxx).
Wenn auf die gleiche Weise die algebraische Gleichung
0=A+Bz+Cz+Dz>+--- 4 Nz"

einen biquadratischen Teiler (p — gz)* hat, dann wird aus ihr diese geniigende
partikuldre Gleichung entstehen

B 3
y=-e7(a+ px+yxx+x°).

Und wenn allgemein (p — qz)* ein Teiler ist, wird der daher entstehende Wert

y=e (a4 Bx+yxx + 0% + sexk 1)

sein, sodass er k imagindre Konstanten involviert.

§19 Wer noch Zweifel hat, ob auf diese Weise aus den zusammengesetzten
Teilern, in welchen z mehr als eine Dimension hat, der Gleichung

0=A+Bz+Cz+ Dz’ +--- 4 Nz"
die Werte fiir y richtig abgeleitet werden, die der vorgelegten Gleichung

Bdy Cddy Dd3% Nd"y
& Tae Tae T dxm

geniigen, so wird dieser Zweifel aus der Natur der Sache leicht beseitigt
werden konnen. Es sei der Teiler irgendwie zusammengesetzt

0=Ay+

p+qz+rzz+sz3+etc
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und aus ihm bilde man die Gleichung

gdy rddy sd3y '
dx + &2 + P + etc;

0=py—+

es wird klar werden, dass der vollstindige Wert von y fiir diese Gleichung
hervorgeht, wenn alle Werte von y, welche die einfachen Teiler der Gleichung

0=p+qz+rzz+s2° +etc

liefern, zu einer Summe zusammengefasst werden; Aber die einfachen Teiler
dieser Gleichung sind zugleich einfache Teiler von jener

0=A+Bz+Cz>+Dz*+--- + Nz,

und deswegen ist der aus jenem zusammengesetzten Faktor entstehende Wert
zugleich ein der vorgelegten Differentialgleichung entsprechender

_ Bdy Cddy Dd% Nd"y

0=dAy+ dx dx? & T g

§20 Nachdem aber Werte von y gefunden wurden, die aus einigen einander
gleichen einfachen Teilern der Gleichung

0=A+Bz+Czz+Dz*+---+ Nz"

entstehen, bleibt die andere zu 16sende Schwierigkeit bestehen, wenn die
Gleichung imagindre Wurzeln hat. Es ist aber bekannt, wenn irgendeine
Gleichung imagindre Wurzeln hat, dass deren Anzahl immer gerade ist; und
ich habe anderswo gezeigt, dass die Wurzeln immer durch Zusammenfassen
von je zweien in Paare solcher Art aufgeteilt werden konnen, deren Summe
wie Produkt eine reelle Grofie wird. Daher werden anstelle der imaginédren
Teiler zusammengesetzte Teiler zweier Dimensionen von dieser Form

p—qz+rzz

als reell hervorgehen, die aber einfache imaginére Teiler haben. Es wird also
in einem solchen zusammengesetzten Teiler qq < 4pr sein; daher ist

q
2\/ﬁ<1'

11



Nachdem also der ganze Sinus gleich 1 gesetzt wurde, wird der Kosinus eines
reellen Winkels, welcher gleich ¢ sei, ZL\/W sein; und es wird?*

q = 2,/prcos Ap

werden, aus welchem die allgemeinere Form von zusammengesetzten Teilern,
die imaginédre Teiler in sich enthalte, von dieser Art

p —2z\/prcos A + rzz

sein wird.

§21 Es seialso
p —2z\/prcos Ap + rzz

ein Teiler solcher Art der Gleichung
0= A+ Bz+ Cz* +etc,

aus diesem muss ein entsprechender Wert von y gefunden werden. Aber aus

diesem Teiler entsteht diese Differenzen-Differentialgleichung

2dy,/pr rddy
dx

cos Ap + 32

0=py—
um welche zu integrieren man

y= efxcosAun

setze und es wird der Kiirze wegen f = \/g gesetzt
ffudx®sin* Ap +ddu =0
werden. Man multipliziere mit 2du und integriere, es wird
ffuudx®sin® A + du® = a*f fdx?sin®* Ag

sein, woher

du

fdx Sin A(P = m

TAnm.d. U.: Mit A wird hier und im folgenden immer das Bogenmaf des Winkels bezeichnet.
Insbesondere stellt A also keine Konstante dar.
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ist; diese gibt integriert
fxsinAp+ p = Asin g.
Aus dieser Gleichung wird
u=uasinA(fxsin Ap + B).
Als logische Konsequenz hat man
y = aef* 4 gin A(fxsin Ag + B),

welcher der entsprechende Wert von y fiir die vorgelegte Gleichung sein wird.

§22 Denselben oder dquivalenten Ausdruck fiir y berechnet man aus den,
wenn auch einfachen, imaginaren Faktoren der Gleichung

0=p—2z\/prcos Ap +rzz,

die fiir f = \/g gesetzt in diese tibergeht
0=ff—2fzcos Ap + zz,

deren Wurzeln

z=fcosApE fv—1sinAg
sind. Daher resultieren fiir y die Werte

efxcos Ag+fxy/—1sin Ag und efx cos Ap—fx\/—1sin Aq),
nach Zusammenfassen von welchen
y = ofrcosAg (Ue+fx\/jlsinAqo + Qe—fojsinA¢)

wird. Nach Verwandeln dieser Exponentialfunktionen in Reihen wird aber

in? A 4ydgint A
y _ efxcosAq) (77 + 9) (1 - ffxxf; £ + f xl,;,g_4 d + etc)
o 3,3 gin3
(= 0)v/=1 (frsin Ap — L5542 1 etec)

hervorgehen. Fiir
n=0+a und (5—6)vV-1=258
gesetzt wird nach Summieren dieser unendlichen Reihen
y = ef ¥ 49(y cos Apfxsin Ap + Bsin Afxsin Ag)

entstehen, welcher Ausdruck auf den ersten leicht zurtickgefiihrt wird.

13



§23 Daher erhalten wir also eine Methode den Wert von y zu finden, wenn
zwei oder mehrere zusammengesetzte Teiler dieser Art einander gleich waren.
Es sei namlich

(ff —2fzcos A + zz)?

ein Teiler der algebraischen Gleichung, und weil er ja auf
(z— fcos Ap — fv/—1sin A@)?(z — f cos Ap + f/—1sin Agp)?

zuriickgefiihrt wird, wird durch das Vorhergehende der daher zu entstehende
Wert von y

y= efxcosA<p+fxﬁsinA<p>(77 +0x) + efxcosAq)ffx\/jlsinA(p(l_’_ »x)
sein. Weil aber
e+fxﬁsinA(p77 +e—fxﬁsinA(pl
=ncos Afxsin Ap + Bsin Afxsin Ag
ist, berechnet man daher, dass
y = /49 [(x + Bx) cos Afxsin Ag + (77 + 6x) sin Afxsin Ag]

sein wird.

§24 Wenn daher aber ein Kubus oder eine andere Potenz von
ff—2fzcos Ap + zz
sein Teiler der algebraischen Gleichung
0=A+Bz+Czz+ Dz’ + -+ Nz"

war, dann finde man aus denselben Potenzen der einfachen imagindren Fak-
toren die Werte von y und fasse sie gemaf §18 zu einer Summe zusammen.
Danach koénnen die imagindren Exponentialgroéfien in Sinus und Kosinus von
Kreisbogen mit Hilfe dieses Lemmas

e+fx\/jlsinAg077xk +e—fx\/jlsinAg09xk
=ax* cos Afxsin Ag + Bx¥sin Afxsin Ag

14



verwandelt werden. Wenn so
(ff —2fzcos Ap + zz)*

ein Teiler der algebraischen Gleichung war, dann wird aus ihm die folgende
Integralgleichung entstehen

y = e/ ¥ 42 [(y + Bx + yx? + 6x%) cos Afxsin Ag
+ (e+fx+nx* + 0x%)sin Afxsin Ag| .

§25 Diese Ausdriicke konnen auf viele Arten verwandelt werden, je nachdem
ob die Konstanten durch die einen oder anderen Arten ausgedriickt werden.
Am angenehmsten scheint aber diese Transformation, in der die Werte von y
auf die in §21 gefundene Form zuriickgefiihrt werden. So wird diese Formel

puxk cos Afxsin Ap + vk sin Afxsin Ag,

wenn
pu=AsinAp und v = AcosAp

gesetzt wird, in diese verwandelt werden
AxFsin A(fxsin Ag + p).
Deswegen wird aus dem Faktor des unbestimmten Exponenten
(ff —2fzcos A + zz)*
der folgende Wert von y gebildet werden
y = ef ¥ 49 (g sin A(fxsin Ap +A) + Bxsin A(fxsin Ap + B)
+yx2sin A(fxsin A + &) + - - - + sexk"Lsin A(fxsin Ag + 8),

und auf diese Weise findet man aus allen Teilern, wie auch immer sie beschaf-
fen waren, reelle Werte fiir die Variable y.

§26 Was nun die beliebigen Konstanten, die in die auf diese Weise zu fin-
denden Werte von y eingehen, angeht, ist es klar, dass zuerst aus einfachen
Faktoren der Form f — z die Werte von y entstehen, die eine beliebige Kon-
stante enthalten; darauf enthélt der Wert von y, der aus dem Faktor (f — z)k
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entsteht, k beliebige Konstanten. Weiter geht aus dem zusammengesetzten
Faktor
ff—2fzcos Ap + zz

der Wert von y hervor, der zwei beliebige Konstanten enthalt; und aus irgend-
einer Potenz von Faktoren dieser Art

(ff—2fzcosAg0+zz)k

wird ein Wert von y gebildet, in dem 2k beliebige Konstanten enthalten
sind, so dass die Anzahl der beliebigen Konstanten gleich der Anzahl der
Dimensionen von z ist, welche diese Variable im Teiler enthilt, aus welchem
der Wert von y gefunden worden ist.

§27 Wenn daher also die algebraische Gleichung, die wir aus der vorgelegten
Differentialgleichung gebildet haben,

0=A+Bz+Cz>+Dz® + Ez*+--- + Nz",

in ihre entweder einfachen oder reellen zusammengesetzten oder solche
Faktoren, die eine Potenz von den einfachen oder zusammengesetzten sind,
aufgelost wird und auf die beschriebene Art aus den einzelnen Faktoren die
entsprechenden Werte von y gebildet werden, dann werden alle diese Werte
von y zusammen betrachtet so viele beliebige Konstanten enthalten, wie im
Exponenten n Einheiten enthalten sind. All diese Werte werden also zu einer
Summe zusammengefasst nicht nur den Wert fiir y geben, der der vorgelegten
Gleichung
Bdy n Cddy = Dd% - Nd%

d dx? dx3 dx"
gentigt, sondern dieser wird auch der vollstindige Wert von y sein, der alle
moglichen Werte, die dieser Gleichung entsprechen, in sich umfassen wird.
Auf diese Weise wird diese Differentialgleichung vollkommen in endlichen
Termen integriert und erfordert nie eine anderes Integral aufSer das der Hy-
perbel und Quadraturen des Kreises.

0=Ay+ +

PROBLEM I

Wenn eine Differentialgleichung vom Grad n von dieser Form

_ Bdy Cddy Dd3% Nd"y
0=Ay+ dx+dx2+dx3+ +dx”

16



vorgelegt war, in welcher das Element dx konstant gesetzt worden ist und
die Buchstaben A, B, C, D, ..., N irgendwelche konstanten Koeffizienten
bezeichnen, so ist das Integral dieser Gleichung in endlichen reellen Termen
zu finden.

LOSUNG

Man schreibe 1 anstelle von y, z anstelle von %, z

k

dd
2 anstelle von d—xg und

allgemein z" anstelle von % ; und dann bilde man die folgende algebraische
Gleichung von n Dimensionen

0=A+Bz+Cz2+Dz®+ .-+ Nz".

Man suche weiter alle einfachen reellen Teiler dieser Gleichung, welche sie
involviert, und, wenn sie imagindre Teiler hat, so nehme man an deren Stelle
zusammengesetzte reelle Teiler, in welchen z zwei Dimensionen hat, weil
ja immer zwei imagindre Faktoren einen zusammengesetzten reellen Faktor
festsetzen. Aus den einzelnen Teilern bilde man darauf auf die folgende Weise
die partikuldren Werte fiir y. Aus irgendeinem beliebigen einfachen Faktor,
der kein mehrfacher dieser Form f — z ist, entsteht nattirlich dieser Wert

y:aefx.

Aus zwei oder mehreren gleichen Faktoren, die zusammengenommen wurden,
miissen die Werte von y bestimmt werden. Aus dem Faktor (f — z)? entsteht
namlich

y = (a+ px)el,

aus dem Faktor (f — z)® entsteht
y = (a+ px + yxx)el™;
und allgemein leitet man aus dem Faktor
y=e/*(a+ Bx+yxx+ -+ k1)

ab. Was aber die zusammengesetzten Faktoren betrifft, wenn je eine algebrai-
sche Gleichung den Faktor

ff—2fzcos Ap + zz

17



hat, der nicht mehrfach ist, so wird der aus ihm entstehende Wert
y = ef ¥ 4%y gin A(fxsin Ag +2)

sein. Wenn eine algebraische Gleichung zwei gleiche Faktoren von dieser Art
hat, sodass sie durch

(ff —2fzcos Ap +zz)?

teilbar ist, dann entsteht aus diesem quadratischen Teiler der folgende Wert
y = ae/* 4% gin A(fxsin Ag + ) + Bxe/* 542 gin A(fxsin A + B).
Wenn aber irgendeine Potenz dieses Faktors, z. B.

(ff —2fzcos A + zz)k,

ein Teiler der algebraischen Gleichung war, dann resultiert aus ihm der fol-
gende Wert

y = ae/ ¥4 sin A(fxsin Ag + ) + Bre/* AP sin A(fxsin Ap + B)
+ yx2e/*c A9 5in A(fxsin Ag + €) + dx3e/¥<5 A9 sin A(fxsin Ap + D)
4 oo sexkTTefxcosAg sin A(fxsin Ap + R).
Nachdem aber auf diese Weise aus den einzelnen Teilern der algebraischen
Gleichung die entsprechenden Werte von y gefunden wurden, ist nichts an-
deres tibrig, aufSer dass alle diese Werte zu einer Summe zusammengefasst
werden, und auf diese Weise wird der vollstindige Wert von y hervorgehen;

und er selbst wére es, der hervorgegangen ware, wenn die Differentialglei-
chung vom Grad n, die vorgelegt war, n-fach integriert werden wiirde. Q.E.L.

BEISPIEL 1

§29 Das Integral dieser Differentialgleichung zweiten Grades

- bdy cddy
R P P

ist zu finden.
Nachdem, wie wir vorgeschrieben haben, 1 fiir y, z fiir % und zz fiir %
gesetzt wurde, entsteht diese Gleichung

0=a+bz+czz
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diese wird entweder zwei reelle Wurzeln haben, oder zwei imagindre; das
erste passiert, wenn bb > 4ac ist, dass zweite, wenn bb < 4ac ist. Wenn also
bb > 4ac ist, so werden die Wurzeln

. —b £+ +/bb — 4ac

2c

sein und in diesem Fall wird das gesuchte Integral

—bx+x+/bb—4ac —bx—x+/bb—4ac
Yy = ae 2c + 5e 2¢

sein. Hier ist der Fall getrennt zu betrachten, in dem bb = 4ac ist, dann wird
namlich
a+2z+/ac+ czz

ein Quadrat

(Va+zy/c)?

sein, welches mit der Form (f — z)? verglichen

gibt, woher das Integral
y = (atpre Ve
sein wird, welches das Integral der Gleichung

2dy+/ac N cddy

0=ay+ dx dx?

ist. Es sei nun bb < 4ac und die Gleichung
0=a+bz+czz
wird keine reellen Wurzeln haben, die also mit der Form
ff—2fzcos Ap + zz

verglichen
b
o= —2fcos Ap und % =ff
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gibt; daher wird

a -b
f \/: und cosAg = N
sein und daher
. 4ac — bb
sin Ap =

2\/ac '

woraus das Integral

y= Dce%x sin A (x 4‘12(;_ bb —|—Ql>

entsteht.

BEISPIEL 2

§30 Das Integral dieser Differentialgleichung dritten Grades

3a2ddy = 2a3d3y
0=y~ 2 e

ist zu finden.
Aus dieser Gleichung entsteht also diese algebraische Gleichung

0=1-3a%zz+ 2a3z3,
die in diese Faktoren aufgelost wird
(1+2az), (1-az)%
Der erste Faktor 1 + 2az gibt mit der Form f — z verglichen

—1
f=2

woher
_ X
y = xe 20

entsteht; der zweite Faktor (1 — az)? muss mit (f — z)?

welchem

verglichen werden, aus
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wird und daher entsteht
y=(B+v)et.
Das vollstandige Integral der vorgelegten Gleichung wird

y= ne” %+ (B+ yx)e

sein.

BEISPIEL 3

§31 Es ist das Integral dieser Differentialgleichung dritten Grades

a*d3y
duxd

0=y—

zu finden.
Die aus dieser Gleichung entstehende Gleichung wird

0=1-a%"
sein, welche in diese Faktoren aufgelost wird
(1—az), (14 az+a%zz),
sodass ihre Teiler diese sind
1 1 z
——z und — + - +2zz,
a aa  a

von denen der zweite nicht in einfache reelle aufgelost werden kann. Jener
Teiler 1 — z gibt fiir das Integral

y = [J(ea,
der andere Teiler aber .
— + z + zz
aa  a

gibt mit der Form
ff—2fzcos Ap + zz

verglichen
1 -2 A 1
f = E und 7(:28 qo = ;’
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sodass
1
cos Agp = ) und sinAg = ﬁ

wird; daher resultiert aus diesem Teiler

y = Pe 2sin A (xz\f +Ql> .

Das vollstandige Integral der vorgelegten Gleichung wird also

y= xer + ,Be’ﬁ sin A (x;a@ + Ql)

sein.

BEISPIEL 4
§32 Es ist das Integral dieser Differentialgleichung vierten Grades zu finden

atdty

O=vy— IR

Aus dieser Gleichung wird also diese algebraische Gleichung
0=1-a'"
gebildet werden, die zwei einfache reelle Teiler hat,
1 1
——z und -+z
a a
die tibrigen zwei imagindren sind in diesem zusammengesetzten enthalten
1
— +zz.
aa
Die beiden einfachen Teiler geben fiir das Integral
y= axa + ,Be_%.

Der Teiler .
— +2zz
aa
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aber gibt mit der Form
ff—2fzcos Ap + zz

verglichen
1
f= A und cosA¢g =0
und daher
sin Ap = 1.
Der exponentielle Term
e fxcos Ag

geht wegen des Exponenten gleich 0 in die Einheit tiber und es wird
. x
y=sinA <E —1—91)
sein. Das vollstindige Integral wird also
x _x . X
y=uwae + Be « +ysin A (E —i—Ql)
sein.

BEISPIEL 5

§33 Es ist das Integral dieser Differentialgleichung vierten Grades zu finden

a*dty
dxt -

O=y+
Es wird also diese algebraische Gleichung aufgelost werden miissen
0=1+a'z%

weil diese keinen einfachen reellen Teiler hat, wird sie in diese beiden zusam-
mengesetzten reellen Faktoren aufgelost

1+azvV2+aazz und 1—azvV2+ aazz,
die durch aa geteilt, damit sie mit der Form

ff—2fzcos Ap + zz
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verglichen werden konnen,

— 4+ —+zz und —— —+2zz

1 zV2 1 zv2
aan a aan a

geben werden; fiir jede der beiden wird f = 1, fiir jene aber

-1

COSAp = ——,
f $=

fiir diese
1

a\/i’

daher wird wiederum fiir jede der beiden

fcosAp =

fsinAg = L
av/2

Aus diesen entsteht das vollstdndige Integral der vorgelegten Gleichung

__x_ X X X
=wne V23inNA| —=+2A ) +Bev2sinA| ——+B ).
Y <a\@ > P (aﬁ )

BEISPIEL 6

§34 Es ist das vollstandige Integral dieser Differentialgleichung siebten Gra-
des

zu finden.
Es entsteht daher diese algebraische Gleichung siebter Ordnung

0=1+zz+22+2*+2°2+7,

die in die folgenden einfachen wie zusammengesetzten Faktoren aufgelost
wird:
(1+z), (14+z+zz), (1-z+2z22)>

Der erste dieser gibt mit der Form f — z verglichen f = —1, und daher entsteht

y=uwae "
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Der Faktor 1 + z + zz gibt aber mit
ff—2fzcos Ap + zz

verglichen

f=1 und cosA¢ = —%,

woher

sinAg = é

2
ist, und das daher entstehende Integral

y=pe 2sinA <x\2@ +QK> .

Der dritte Faktor (1 — z + zz)? muss mit der Form
(ff —2fzcos A + zz)?

verglichen werden, woher

1 3
f=1, cosA(pzi und sinA(p:£

wird. Daher geht also das Integral
y= ye? sin A <x\2ﬁ + %) + dxe? sin A (36\2@ + Qi)

hervor. Deswegen wird das vollstindige Integral der vorgelegten Differential-
gleichung

y =ae " + Pe " 2sin A (36\2@ + Q()

+ye? sin A (36\2@ + %) + dxe? <x\2/§ + Qi)

sein, in welcher natiirlich sieben beliebige Konstanten enthalten sind.
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BEISPIEL 7

§35 Esist das vollstandige Integral dieser Differentialgleichung achten Gra-
des zu finden

d’y 3d%y 4d’y 4dby 3d’y ddy

0= ¢ T ad @ T aY @b

Die algebraische Gleichung achten Grades, die aufgelost werden muss, wird
0=2"—3z" —42° — 426 + 377 — 7

sein; diese ist zuerst bekannt, durch z> teilbar zu sein, welcher Teiler mit der
Form (f — z)? verglichen f = 0 gibt, und daher findet man fiir das Integral

Yy =+ Bx+ yxx.

Nachdem dieser Teiler ins Kalkiil gezogen wurde, ist iibrig, diese Gleichung
aufzuldsen
0=1-3z+4zz —42° + 3z* - 2,

die durch 1 + zz teilbar entdeckt wird, nach Vergleich wovon mit der Form
ff—2fzcos Ap + zz
f=1 und cosAp =0
wird, woher sin Ag = 1 ist; und daher resultiert
y=10sinA(x+2).

Nachdem weiter die Teilung durch 1 + zz angestellt wurde, bleibt die Glei-
chung
1-3z2+432z—22=0=(1-2)°

zuriick; in dieser Form (f — z)® wird also f = 1, das daher zu entstehende
Integral ist
y = (e+ {x +nxx)e’.

Als logische Konsequenz ist das Integral der vorgelegten Gleichung

y=a+Bx+yxx+dsin A(x + ) + (e + {x + nxx)e”.
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BEISPIEL 8

§36 Es ist das Integral dieser Differentialgleichung unbestimmten Grades zu

finden
_d

dan
Daher resultiert diese algebraische Gleichung

0

weil all deren Wurzeln gleich sind, muss sie mit dem Faktor (f — z)¥ verglichen
werden, und es wird k = n und f = 0 werden, woher sofort das gesuchte
Integral

y=a+px+yx®+06x° 4 Fua!

hervorgeht. Dieses Integral wird aber auch leicht durch n-fache Integration
gefunden. Durch die erste Gleichung entsteht namlich

dn—ly

&= dxnfl’

man multipliziere mit dx und integriere zum zweiten mal, es wird

dn—Zy

P g

sein. Diese gibt mit dx multipliziert und zum dritten Mal integriert

axx dn=3y

o TPYETE g

und so weiter. Wenn die Integration n-fach wiederholt wird, wird nach Ver-
anderung der Ausdriicke der Konstanten das Integral dasselbe sein, das wir
durch unsere Regel gefunden haben.

§37 Mit Hilfe dieser Methode konnen auch viele andere Differentialgleichun-
gen unbestimmten Grades integriert werden, die natiirlich auf algebraische
Gleichungen fiithren, deren einfache oder zusammengesetzte reelle Faktoren
tatsachlich beschafft werden konnen. Weil aber das nicht der Ort ist, die Art
zu behandeln, Teiler von Gleichungen dieser Art von unbestimmter Anzahl
von Dimensionen zu finden, werden wir hier dariiber hinaus Differentialglei-
chungen von solcher Art behandeln, die auf algebraische Gleichungen fiihren,
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deren Faktoren schon irgendwoher bekannt sind. Gleichungen dieser Art aber
sind
f"4z"=0 und fHE£2pf'2" £22" =0;

die reellen einfachen wie zusammengesetzten oder trinomialen Faktoren
dieser Ausdriicke sind ndmlich alle von den sich um die Analysis verdientesten
Herren CoTes und bE MOIVRE beschafft worden, welche wir als als bekannt
bei der Losung der folgenden Probleme annehmen wollen.

PROBLEM II

§38 Wenn diese Differentialgleichung vom Grad n vorgelegt war

d"y
dxn’

0=y—

in welcher das Element dx” konstant gesetzt wird, ist ihr vollstindiges Integral
zu finden.

LOSUNG

Nachdem, wie wir vorgeschrieben haben, 1 anstelle von y und z" anstelle von

gr;{ gesetzt wurde, wird man diese algebraische Gleichung haben
0=1-2z2",

ein einfacher Teiler welcher Gleichung immer 1 — z ist und, wenn n eine
gerade Zahl war, ist auch 1 4 z ein einfacher Teiler. Die tibrigen einfachen
Teiler sind alle imaginédr und sind in dieser allgemeinen Form enthalten

1 —ZZcosAziﬂ +zz

(wo 7 den Halbumfang des Kreises bezeichnet, dessen Radius gleich 1 ist);
dieser gibt mit dem allgemeinen trinomialen Teiler

ff—2fzcos Ap + zz

verglichen

f=1 und q):Zan,
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so dass dieser Teiler den Integralwert

A2k 2k

n sin A <x sinAzlff + Ql)

X COs
y = ae

gibt. Wenn daher nun anstelle von 2k nacheinander alle geraden Zahlen, die
den Exponenten n nicht iiberschreiten, eingesetzt werden, werden alle mogli-
chen Werte hervorgehen, die fiir y eingesetzt geniigen. In dieser allgemeinen
Form ist aber auch der Wert von y enthalten, der aus dem einfachen Faktor
1 — z entsteht, der y = ae” ist; fiir k = 0 gesetzt wird namlich

2 2
cosATzl und smAl;n 0

und daher y = ae*, wegen des konstanten in « umfassten sin A. Auf die
gleiche Weise resultiert, wenn n eine gerade Zahl ist, der aus dem Faktor 1 +z

zu entstehende Wert von y, der y = ae™" ist, aus dem allgemeinen Faktor fiir
2k = n gesetzt; es wird ndmlich dann

cosA%Tn:—l und smAZan 0,

sodass der aus dem allgemeinen Faktor zu entstehende Wert y = ae™* ist. Das
vollstandige Integral wird man also erhalten, wenn in der allgemeinen Form

2k
y= e S A% gin A <xsinAnn +91)

nacheinander anstelle von 2k alle geraden Zahlen von 0 bis hin zu 7 eingesetzt
werden und diese Werte zu einer Summe zusammengefasst werden. Es wird
also das gesuchte und vollstandige Integral

y=uwae"+ ﬁe“"SAZTH sin A <x sinAZ%I + SB)
n 4

+ 'ye“(’s“\47 sin A <x sinA—T[ + €>

+ 6e*cos A% gin A xsmA— + @)

+ ¥ S ATE gin A (x sin A— + QS)

+ etc
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hervorgehen, welche Glieder bis dort hin fortgesetzt werden miissen, bis
man 7 beliebige Konstanten hat, oder, was auf dasselbe hinausladuft, bis der
Koeffizient von 7t grofler als die Einheit wird. Es wird aber, wenn n eine
ungerade Zahl ist, das letzte Glied gleich

(n-1)

ve¥ OSATT T gin A (xsin(n_nl)n—k*ﬁ>

werden; aber wenn 1 eine gerade Zahl ist, wird das letzte Glied gleich ve™
sein und das vorletzte gleich

n—2)

)
jet oS AUET i A (xsinA(nn)n + sm) .

Fiir jeden Wert von n wird das vollstindige Integral angenehm angegeben
werden. Q.E.L

§39 Um diese Integrale klarer vor Augen zu fiihren, wollen wir fiir die
einzelnen Werte von n mit Beginn ab der Einheit die Integrale der Gleichung

d"y
dxn

O=vy—

beschaffen:

1. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist

y = e’

2. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist:

y =oae* + pe .
3. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist:

2
Yy =ae* + ﬁexCOSA%”sinA (x sinAgn + ‘B) .

4. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — 4 jt.

dx?

y=uwae"+ BsinA(x+B)+ ye "
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5. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist:
x xcosAlm : 2
y = ae” + Pe 57 sin A (x51nA57r+’B)
xcosAdm ; 4
+ ve 5 sin A x51nAg7r+Qf .

6. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist:
y=uwae" + ,Be"COSA%"sinA (xsinA;n + ‘B)
xcos Aim : 2 —x
+ e 3" sin A <xsmA371—|—€>—i—(5e .

7. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — % ist:
_ x xcos A27 : %
y = e + Pe 7"sin A xs1nA77'(—|—%
4
+ ’ye“OSA%” sin A (x sinA;n + C)

+ Se¥COSAST gin A (x sin Agrc + @) .

8. Das Integral dieser Gleichung 0 =y — ZL:Z ist:
1
y=uwae"+ ,BeXCOSAL]I”sinA (xsinA47r + ‘B) + ysinA(x + €)
xcosAdm ; 3 —x
+ oe i"sin A <xsmA47r—l—@) +ee .

etc.

PROBLEM III

§40 Wenn diese Differentialgleichung von unbestimmten Grad n

n

d"y
dx”

vorgelegt war, ist, nachdem das Element dx konstant gesetzt wurde, ihr
Integral zu finden.

O=v+
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LOSUNG
Nachdem gemif der Regel 1 fiir y und z" fiir gl;z gesetzt wurde, wird diese
algebraische Gleichung 0 = 1 + z" hervorgehen; wenn 1 eine ungerade Zahl
war, wird die Gleichung den einfachen reellen Teiler 1 4 z haben, aus welchem
y = ae” " entsteht. Die {ibrigen einfachen Teiler sind alle imaginér; aber beide
von diesen sind in diesem trinomialen reellen Faktor enthalten

1-— ZZCOSA2

T+ 22,

und dieser Ausdruck gibt ganz und gar alle Teiler der Form 1 + z", wenn
anstelle von 2k — 1 alle ungeraden Zahlen nicht grofSer als n eingesetzt werden.
Nachdem aber diese Formel

1 —chosAZk_ 1

T+ 22

mit dem allgemeinen Faktor
ff—2fzcos Ap + zz

verglichen wurde, wird

2k —1
n

f=1 und ¢= TT;

daher entsteht also der folgende allgemeine Wert fiir y

y = ae" A% Tgin A <xsinA2kn_17t—|—91> :

Und in diesem allgemeinen Wert ist auch der aus dem einfachen Faktor 1 + z,
wenn natiirlich 7 eine ungerade Zahl war, zu entstehende Wert enthalten; es
geht ndmlich in diesem Fall y = ae™™ hervor, wenn 2k — 1 = n war, dann wird

namlich
2k —

cos A T=cosAmr = -1

und sein Sinus gleich 0. Das vollstindige Integral der vorgelegten Gleichung
wird man also finden, wenn in dieser allgemeinen Form

y= anCOSAZk»:l”sinA <xsinA2kn_17T+Ql>
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anstelle von 2k — 1 nacheinander alle ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, etc, die
natiirlich nicht grofler als der Exponent n sind, eingesetzt werden und diese
Werte alle zu einer Summe zusammengefasst werden. Es wird also auf diese
Weise das gesuchte und vollstandige Integral hervorgehen

y= e 0S4 gin A <x sinA%n + Ql)

+,Be“OSA%”sinA (xsinAin—}—’B)
+7ex°°SA%”sinA <xsinAfl7r+ @)
+ 5" AL gin A <xsinAZ7r—|—©>
+ etc,

welche Glieder bis dorthin festgesetzt werden miissen, bis n beliebige Kon-
stanten eingegangen sind; das wird passieren, wenn aus der Reihe der Briiche

—, etc

alles, was nicht die Einheit tiberragt, genommen wird. Es wird aber, wenn n
eine gerade Zahl ist, das letzte Glied

1 -1
veX oS AT sin A (x sin AnTn + ‘J‘()
werden. Aber wenn 7 eine ungerade Zahl ist, wird das letzte Glied
—X

ve

sein, dass vorletzte aber

n— -2
pevcosA © 7 sin A (xsinAnTvaLi)JT) ,

woher als leichte Aufgabe das vollstandige Integral in jedem Fall angegeben
wird. QEL
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§41 Um dieses Integral sorgfiltiger zu erkldren, wollen wir einige einfachere
Falle entwickeln, indem wir anstelle von 1, wie wir es im vorhergehenden
Problem gemacht haben, die ganzen Zahlen 1, 2, 3, ..., 8 setzen, um die
Tragweite dieser Integration vollig zu erkennen.

1. Das Integral dieser Gleichung 0 = y + % ist

y=uae "

2. Das Integral dieser Gleichung 0 = y + % ist
y=asin A(x+2).
3. Das Integral dieser Gleichung 0 =y + % ist

1
y= ae* A3 gin A (x sinA§7I+ Q[) + Be .

4. Das Integral dieser Gleichung 0 =y + % ist
xcos Am : 1
y = ae #"sin A xsmAirf—le
,BexCOSA%” sin A (x sinAZﬂ + %) .
5. Das Integral dieser Gleichung 0 =y + % ist
xcos Alm 1
y = ae 57 sin A xsmgn—k%
+ Ber s A3 gin A <x sinA%n + £B> +ye .
6. Das Integral dieser Gleichung 0 = y + % ist

1
y= xe¥ s A5 sin A (x sinAgrt + %) + Bsin A(x +B)

+ 'yexCOSA%”sinA (x sin Agn + (’3) )
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7. Das Integral dieser Gleichung 0 = y + % ist
1
y= e SAIT gin A (x sin Ain + 2[)
+ ﬁex“’SA%” sin A (x sin A;n + %)

+ 'ye"COSA%”sinA (x sin A;n + €> + de "

8. Das Integral dieser Gleichung 0 =y + d—y
y= e O A5 sin A < smAén—le)
xcosA T 3
+ Be 8 smA< s1nA87T+%>
xcosA U 5
+ ve 87 sin A <xsmA87r+(‘:

+ Se¥OSAFT gin A <x sinAgrc + @) .

PROBLEM IV

§42 Wenn diese Differentialgleichung vom Grad 2n
2hd™y  d*y
dxn dx2n
vorgelegt war, ist, nachdem das Element dx konstant genommen wurde, ihr
Integral zu finden, wiahrend hh > 1 ist.

O=v+

LOSUNG

Wenn wir gemaf der Regel 1 fiir y, z" fiir jzz und 22" fiir 4 dxz'z setzen, geht
diese algebraische Gleichung

0=1+2hz" +z*"

hervor, die wegen hh > 1 in diese zwei Faktoren aufgelost wird:

[zn+h+m} [zuh_m}.
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Wir wollen aber hier / als eine positive Grofle setzen; und deswegen werden
h++vhh—-1 wie h—+vhh—-1

positive Grofien sein. Es sei also
h++vhh—-1=ad" und h—+vVhh—-1=10",

sodass ab = 1 ist. Wir werden hier also diese Gleichung in zwei reelle Faktoren
aufgelost haben

0=(z"+a")(z"+b")
und die einzelnen trinomialen reellen Faktoren des ersten Faktors werden in
dieser Form enthalten sein

2n—1
aa — 2az cos A " T+ zz,
der zweiten aber in dieser
2k —
bb — 2bz cos A T+ zz.

Man wird also alle Faktoren haben, wenn in jeder der beiden Formen nachein-
ander fiir 2k — 1 alle ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, etc gesetzt werden, die nicht
grofier als der Exponent n sind. Das gesuchte Integral wird also aus diesen
Faktoren so gebildet:

y= Ae™*cos AT gin A (ax sinA%T( + 2[)
+ Be®™ s AL gin A (ax sin A%T[ + %)
+ Ce™ s AT gin A (ux sin A%T( + Qi)
+ De*cos AT sin A (ax sin A%TL’ + ©> + etc
+ aelxeos AT gin A <bx sinA%n + a>
+ ﬁebXCOSA%”sinA <bx sinA%n+ b>
(

+ ’yeb"COSA%” sin A | bx sin A%n + c> + etc

Q.E.L

36



PROBLEM V

§43 Wenn diese Differentialgleichung des unbestimmten Grades 2n

~ 2hd"y n d>y

0=y dx” dx2n

vorgelegt war und nachdem dx konstant genommen wurde und wahrend

hh > 1 ist, ist ihr Integral zu finden.

LOSUNG

Gemafs der oben gegebenen Regel wird hier die folgende algebraische Glei-
chung
0=1-2hz"+2*"

entstehen; diese wird zuerst in diese zwei reellen Faktoren aufgeltst
0= [z”—h—k\/hhi—l} [z”—h—\/hhi—l}.
Weil aber h eine positive Grofse bezeichnet, setze man
h+vVhh—1=4d" und h—vVhh—1=1",
sodass ab = 1 ist; und daher wird diese Gleichung
0=(z"—-a")(z"-1")

entstehen. Alle trinomialen reellen Faktoren des ersten Faktors z" — 4" sind in
dieser Form

2k
aa — 2az cos A?n + zz

enthalten, des zweiten z" — b" aber in dieser Form
2k
bb — 2bz cos A;n + zz;

und man wird alle Faktoren haben, wenn in jeder der beiden Formen anstelle
von 2k nacheinander alle geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, etc nicht grofler als n
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gesetzt werden. Aus diesen bekannten Faktoren berechnet man deshalb, dass
das gesuchte Integral

Ae® | BeWCosAZT gin A (axsin A%n + B)
1 Ce™¥c0s AL gin A (ax sin A%T[ + €)
+De XS ART giny A (axsin A%T[ + D) +etc
taet® 4 BebreosAiTsin A (bxsin A27T + b)
fyeb¥eos AT sin A (bxsin Admr + )
1 5ebxcos AR gin A (bxsin A%T( +0) +etc

QE.L

PROBLEM VI

§44 Wenn diese Differentialgleichung unbestimmten Grades

2hdry  d2ny

0=y+ dx®  dx2n

vorgelegt war, ist, nachdem das Element dx konstant genommen wurde, ihr
Integral zu finden.

LOSUNG
Die algebraische Gleichung, die nach den Vorschriften entsteht,
0=1+2hz" — 22",
wird zuerst in diese zwei reelle Faktoren aufgelost
0= [h+ Vih+1—2"| [~h+ VAi+1+2"].
Es werde, was wegen der positiven Grofie 1 immer gemacht werden kann,
Vih+1+h=a" und Vhh+1—h=10",

sodass ab = 1 wird; und daher wird diese Gleichung entstehen

0= (a"-2")(b" +z2").
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Die reellen trinomialen Faktoren des ersten Faktors a” — z" sind alle in dieser
Form

2k
aa — 2az cos A?ﬂ? + zz
enthalten, des zweiten aber in dieser

bb — 2bz cos Azk —1

T+ zz,

und man wird alle Faktoren haben, wenn in der ersten anstelle von 2k alle
geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, etc, in der zweiten aber anstelle von 2k — 1 alle
ungeraden 1, 3, 5, 7, etc, die die Zahl n nicht iibersteigen, nacheinander
eingesetzt werden. Aus diesen bekannten Faktoren wird das gesuchte Integral
berechnet

Ae™ 4+ Bei*0sATT gin A (axsin A27 + B)
+Ce¥os AL gin A (axsin AZm + ¢)
+Def*cos AR gin A (axsin A8t + D) +etc
Faebx s AuTsin A (bxsin AL+ a)
+Bebxeos AT sin A (bxsin A2 7 + b)
yebreos AR sin A (bxsin A2 7 4 ¢) + etc

QEL

PROBLEM VII

§45 Wenn diese Differentialgleichung des unbestimmten Grades 2n
_ 2ndvy d>y
dx dx?’

vorgelegt war, in welcher das Element dx konstant gesetzt worden ist, ist ihr
Integral zu finden.

0=y

LOSUNG

Durch die oben gegebene Regel zu machende Substitution entsteht diese
algebraische Gleichung der Ordnung 2n:

0=1-—2hz" — 7%,
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die zuerst in diese zwei reellen Faktoren aufgeteilt wird
0= |[—h+Vih+1—2"| [+ VAh+1+2"].

Wegen der positiven Grofe i setze man
Vih+1+h=a" und Vhh+1—h=10",
sodass ab = 1 ist. Und man wird die folgende aufzulosende Gleichung haben
0= (a"+2") (" —2z2"),

wobei alle trinomialen Faktoren des ersten Faktors 4" + z" in dieser Form

T+ zz

aa — 2az cos A
enthalten sind, des zweiten aber in dieser
2k
bb — 2bz cos A;n + zz;

und man wird alle Faktoren haben, wenn in jener Form nacheinander alle
ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, etc anstelle von 2k — 1 gesetzt werden, in dieser
aber anstelle von 2k alle geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, etc nicht grofier als n.
Aus diesen Faktoren wird deshalb das gesuchte und vollstindige Integral

berechnet
Aemx s AL gin A (axsin Al +9A)
+Be s AT gin A (axsin A2 + B)
B +Ce™0sATT gin A (axsin A27 + €) + etc
Y= taet®  4pebreosATT gin A (bxsin A27t + b)
+yebxeos AT gin A (bxsin AZ7 + c)
+0ebxcos ART gin A (bxsin A7 + ) +etc.

QEL

PROBLEM VIII

§46 Wenn diese Differentialgleichung unbestimmten Grades
2hd"y N d>y
dxm  dx?n
vorgelegt war, und nachdem das Element dx als konstant gesetzt wurde und
wahrend hh < 1 ist, ist ihr vollstdndiges Integral zu finden.

O=vy+
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LOSUNG
Die algebraische Gleichung der Ordnung 2#n, die daher entsteht, ist
0=1-+2hz" + 2

um all deren reelle trinomiale Faktoren zu finden, nehme man im Kreis,
dessen Radius gleich 1 ist, den Bogen w, dessen Kosinus gleich / sei, sodass
h = cos Aw ist. Nachdem dieser Bogen gefunden wurde, wird jeder einzelne
trinomiale Faktor in dieser Form enthalten sein

1 —2ZCOSAk7T_w

+ zz,

indem man anstelle von k alle ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, ..., (2n — 1)
einsetzt, sodass die Anzahl dieser Faktoren n sein wird, wie es die Anzahl der
Dimensionen erfordert. Aus diesen bekannten Faktoren wird man also nach
den gegebenen Vorschriften das gesuchte Integral der vorgelegten Gleichung
finden:

ae¥ 545" sin A (xsin A=< + q)
Ber oS A sin A (xsin A= p)
e s AT gin A (xsin A2Z—2 4 ¢)
etc

@n—1)r—

n—w . 17—
ve¥ s AT gin A (x smAW + n) .

+ 4+ + +

Die Anzahl dieser das Integral festsetzenden Glieder ist nattirlich 7, und daher
ist die Anzahl der beliebigen eingehenden Konstanten 2n, wie es der Grad
der vorgelegten Differentialgleichung verlangt. QE.LL

PROBLEM IX

§47 Waéhrend wiederum hh < 1 wird, wenn diese Differentialgleichung des
unbestimmten Grades 2n

2hdhy | d¥y

0=y dat - dx?’

vorgelegt war, ist, nachdem das Element dx konstant genommen wurde, ihr
vollstandiges Integral zu finden.
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LOSUNG

Die algebraische Gleichung, die nach den gegebenen Vorschriften daher abge-
leitet wird, ist
0=1-2hz"+ 2

die einzelnen trinomialen Faktoren von welcher, deren Anzahl 7 ist, in dieser
allgemeinen Form enthalten ist

1 —ZZcosAkn_w

+ zz,

wenn anstelle von k nacheinander alle geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, etc bis hin zu
2n inklusive eingesetzt werden. Es bezeichne hier aber wie zuvor w den Bogen
des Kreises, dessen Kosinus £ ist, der wegen I < 1 immer angegeben werden
kann, sodass /1 = cos Aw ist. Nachdem aber alle Faktoren der Gleichung

0=1-—2hz" + %"

bekannt geworden sind, wird das vollstandige Integral der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung

2n—w

ne* s AT gin A (xsin A2 4 q)
4m— . . _

BeX oS AT sin A (xsin AY 4 p)
br—w . . _

yeX s AY sin A (x smA(’”T“’ + c)

8m—w . . —
5eXCos AT gin A (xsin A8 1+ 9
n

<
I
+ + + +

etc

2nm

—w . . —_
ve¥eos AT gin A (xsin AWT“’ +n)

+

sein. Es gehen namlich in diesen Ausdruck 2n beliebige Konstanten ein. Q.E.I.

PROBLEM X

§48 Wenn diese Differentialgleichung unbestimmten Grades

2dvy  d*y
=yt
0=y dx? = dx2n
vorgelegt war, ist, in welcher das Differential dx konstant gesetzt worden ist,
ihr Integral zu finden.
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LOSUNG
Die algebraische Gleichung, die daher gebildet werde, ist
0=142z"+2"=(1+2")%

weil diese ein Quadrat ist, werden alle ihre Faktoren Quadrate sein; fiir das
obere Vorzeichen enthilt diese Form

2k — 1 5

(1 —2zcos A T+ 22)

alle Faktoren; fiir das untere Vorzeichen aber diese Form
2k
(1 —2zcos A;n + 2z)2.

Aus diesen bekannten Faktoren wird man fiir das untere Vorzeichen oder aus
der Gleichung

2 dny dZny
©dan | da2n

0=y

das vollstandige Integral finden.

Ae* +Be¥ s AT gin A (xsin A27t 4 B)
+Ce¥os AT gin A (xsinAZm +¢)
+etc

Faxe’  +Bxe* s AiTsin A (xsin A2+ )
+yxe¥ s AT gin A (xsin A27r + c)
+etc.

Das Integral dieser Gleichung

Zdny dZny
dx® = dx2n

O0=y+
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wird
Ae* s AT sin A (xsin ALz 4 21)
n
3 . .
Be*®s4iTsin A (xsin A3 + B)
5 . .
Ce* 4. sin A (xsin A27 + €)
etc
1 . .
axe’ AT gin A (xsin A2t + a)
3 . .
BxevcosAiTsin A (xsin A2+ b)
xcos A2 o : 5
yxe nTsin A (xsin A27 + ¢)
etc

sein. Q.EL

o+ o+ o+ o+

§49 Aus diesen erwdhnten Beispielen durchschaut man tiberaus, wie alle
Differentialgleichungen irgendeines Grades, die natiirlich in dieser Form

_ Bdy Cddy Dd% Ed%y
0=M+"5% T aw de T dxd

enthalten sind, wiahrend die Buchstaben A, B, C, D, etc konstante Koeffizien-
ten bezeichnen, behandelt werden miissen, um deren vollstindige Integrale
zu finden. Die einzige nicht geringe Schwierigkeit besteht in der Auflosung
der algebraischen Gleichungen in entweder einfache oder trinomiale reelle
Faktoren; diese konnen wir aber bei dieser Aufgabe, die ja von der Algebra
abhédngt, mit Recht als gegeben annehmen. Aber in der Tat kann dieselbe
Methode auch bei Gleichungen dieser Art angenommen werden, die man
daraus bildet, dass alle ihre Wurzeln angegeben werden konnen. Wir werden
diesen Gebrauch also an einem einzigen Beispiel aufzeigen, den wir viel-
leicht bei anderer Gelegenheit dieser Integration von Differentialgleichungen
unendlichen Grades genauer erdrtern werden.

+ etc

PROBLEM XI

§50 Wenn diese ins unendliche laufende Differentialgleichung
_ ddy N dty  d% N ddy
2dx?  24dx* 720dx® = 40320dx®

vorgelegt war, in welcher das Differential dx konstant gesetzt werde, ist ihr
vollstandiges Integral zu finden.

0:]/ — etc
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LOSUNG
Nachdem 1 fiir y und z* fiir das Differential des entsprechenden Grades %

geschrieben wurde, wird diese ins unendliche laufende Gleichung entstehen
z? z4 z8 z8
0=1"13%1234 123456 128 ©

die mit dieser iibereinstimmt
0 = cos Az.

Alle Wurzeln dieser Gleichung sind also Bogen des Kreises vom Radius gleich
1, deren Kosinus verschwinden. Deswegen werden alle moglichen Werte von
z die folgenden sein:
T 3 5 7 9
if’ iiﬂ’ iin, iin, iin, etc.

Nachdem also die Wurzeln und die einfachen Teiler einer Gleichung be-
kannt geworden sind, die alle reell sind, wird das vollstindige Integral der
vorgelegten Differentialgleichung

m _m 3 _am S _5mx 7 _7m
y=wae? +ae 2 +Pe2 +be 2 +ye?2 +ce 2 +de? +0e 2z +...
(bis ins Unendliche fortgesetzt)
sein. Und jeder einzelne Term getrennt genommen, oder mehrere zusammen,
werden ein partikuldres Integral der vorgelegten Differentialgleichung geben.

QEL
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